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1, IN~~IxJCTI~N ET ENONC% DU FAULTAT PRINCIPAL 
Soit K = C( (t)) le corps des series formelles ri coefficients complexes muni 
de sa derivation usuelle (U + u’) et de sa valuation t-adique t’. K est un 
corps differentiel value complet. On notera R la cloture algtbrique de K: la 
derivation et la valuation de K s’etendent de faqon unique a R et on conser- 
vera sur R les notations ’ et r. 
On s’intiresse a la situation suivante: soit 
n-l 
P’=D”+ c a;D’ (Qi E K) (1) 
r=O 
un operateur differentiel a coefficients dans K. Le theoreme de Hukuhara et 
Turrittin ([6, 71; voir aussi les articles de Malgrange [4] ou Robba [5]) 
demontre I’existence d’une base de n solutions de 2, u, , . . . . u,, de la forme: 
u,(t) = exp Q(t) t “cri( t) (i’ 1, . ..) n) (2) 
od Qi( I) est un polynome en t -‘+ sans terme constant (e entier), i, est un 
nombre complexe et 
v,(t)= i vJt)(log t)’ (3) 
/=o 
Oli 
v,,(t) = f Vij,& tklC E K. 
k=O 
(4) 
Les Qi sont appelts factcurs determinants de 9. La multiplicite d’un 
facteur determinant Q,,, est par definition le nombre de i verifiant Q, = Q,. 
On se pose ici Ie prohIt?mr du calcul des jircteurs determinants de 9. 
La demonstration du thtoreme de Hukuhara et Turrittin quc donnent 
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Malgrange ou Robba fournit certes un algorithme pour le calcul de ces 
facteurs determinants [cf. [4, Sect. 3; 5, Sect. 311 mais on s’interesse ici a la 
possibilitt de les obtenir par une methode directe. 
Pour enoncer notre resultat, introduisons la notion de caractiristique 
simple, double, k-uple: on dit qu’un facteur determinant Q # 0 est de carac- 
ttristique k-uple pour 9, s’il existe exactement k facteurs determinants 
pi,, . . . . Q, de 9, “equivalents” & Q, i.e., tels que 
u(Q,- !2)'4Q) (j= 1, . ..) k). 
L’operateur 9 est dit de caracttristique k-uple s’il existe un facteur 
determinant de caracteristique k-uple et si les autres sont de caracteristique 
I-uple avec .? 6 k. 
Avec cette terminologie, un risultat classique [l] enonce que si 
5?= i aiDi (a,EK, a,= 1) 
i-0 
est de caracteristique simple, les racines de 
P= i a,X’ 
i=o 
qui sont elements de R fournissent les facteurs determinants par le pro&de 
suivant: pour c( dans K, developpi: en skie de Puiseux, on note 01 II la 
somme (linie) des monomes intervenant dans CI et de valuation <j. Alors; 
si on numerate convenablement les Qi dune part, les racines xi de P, 
d’autre part, on a la relation: 
Qi=ai 1-1 (i= 1, ..~, 12). (51 
Helffer et Kannai [2] ont demontre un resultat analogue dans le cas oti 9 
est de caracttristique double. Introduisons la notation suivante pour 
P E R[x] on note: 
a a+P pw = - 
(p) axa ats 
en interpretant P comme fonction de X et de t. Dans ces conditions, si Y 
est de caracteristique double (au plus) et si 
P,= P,-IP”{ 2 yll> 
alors les racines de P, fournissent les facteurs determinants (avec la bonne 
multiplicite) de la m&me facon que P pour le cas de caracteristique simple. 
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Nous donnons ici un proctde similaire pour calculer les facteurs 
determinants de toutes les equations d’ordre ~3 saris hypothbse de carac- 
teristique. A cet effet, posons pour 9 optrateur differentiel d’ordre 63: 
On a alors le 
TH~OR~ME 1. Si Y est a”ordre <3, les raches du polynome h, four- 
n&sent les.facteurs dkterminant~ par le biais de la formule (5): iI existe une 
num&otation des racines ai de P, et des facteurs dkterminants Qi de 9 telle 
que: Q.!=u~I~,. 
On notera que: 
si 9 est d’ordre 1, B, = pT = P, 
si .Y est d’ordre 2, F, = pY 
de sorte que le theoreme 1 coincide dans ces cas avec le resultat de Helffer 
et Kannai. 
Une autre propritte de d, sera donnle au 53(c) ci-dessous. 
2. PR~LIMINAIRES 
a. Tbilist 
Soit 
n-l 
Y=D”+ 1 aiDi 
i=O 
(7) 
un operateur differentiel d’ordre II a coeffkients dans K. On pose pour CI E R 
n-1 
LP = (D + cI j” + c a,(D + CC)~. 
i=O 
(8) 
Si 4’ est solution de Y alors e-f’,, est solution de dp’ et inversement. I1 
est aise d’en deduire que si Q;, . . . . Qk sont les derivees des facteurs deter- 
minants de 9, alors Qi - c( 1~ 1, . . . . QL - CI I~, sont les dtrivtes des facteurs 
determinants de 9’. 
On en conclut la proposition: 
PROPOSITION 1. La nzultiplicitk de CI / ~, comme d&i&e de facteur dkter- 
minant de dp (i.e., le nombre de i tels que Q:. = CI / ~ 1 j est pr.ki.shnent la mul- 
tiplicit de 0 comme facteur diterminant de 2’. 
CALCUL DE FACTEURS DkTERMINANTS 143 
b. Polygone de Newton 
Nour renvoyons g [4] ou [S] pour sa dkfinition: rappelons ici sim- 
plement que la longueur de la pente nulle de ce polygone est prkiskment la 
multiplicitk de 0 comme facteur dkterminant; ainsi 
FROPOSITI~N 2. Soit $P=C~=oaiDi; si jE (0, 1, . . . . ?I> vkrifie 
U(a,) - i 3 U(aj) -j pour tout i 
u(a,)-ilo(j pour tout i > j 19) 
alors j est la multiplicitP de 0 comme facteur dherminant de 2. 
n-j s’appelle alors l’indice caractkristique de 9 [ l]. 
c. Notations 
Soit 2? un opkrateur diffkrentiel SI coefficients dans K, et CY un kkment de 
K. On posera: 
yw = i a,(D+ a)‘= 2 ai D’. 
i=O i=O 
Les ai s’expriment commodkment i l’aide de la notation suivante, on 
pose: 
a[ki =e-j~(ej~)ck). 
On a aCo1 = 1; CC[” = ~1; crczl = tx2 + CI’ et de faGon gh-krale 
crc~+u=actc~l+(,~~l)~ 
ce qui permet le calcul des aCkl par rtcurrence. Ainsi 
~[Olzzz 1; clc’l = cI. 7 ac2l = lx2 + cc; L-x3 f 3cK.c’ + M” 
crc41 =a4 + 6&x’ + 4m” + 3~1’~ + d3), 
610) 
etc. 
On a ies relations pour c(, /? dans R: 
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ce yui permet d’ecrire Yp* = C:=O a,(~) D’, avec 
n-i i+j a,(a)= c . 
( > j=O ’ 
Ui,j”~~‘. (12) 
3. EQUATIONS DE PETITS ORDRES 
a. Or&e 2 
Ce cas est contenu dans le resultat d’Helffer et Kannai et pourrait &tre 
deduit du cas d’ordre 3, mais nous le traitons d’abord pour illustrer les 
calculs effect&s. 
Pour Y = D* + aD + b, on pose 
P=P,=X’+aX+b - 
&&=p=&z=X*+aX+b-$ =(X-l)(X-rl). 
(13) 
Pour alit, .Y se calcule par (12) et (10): 
c!Z~=(D+cc)*+.(D+a)+b=D’+(2c(+a)D+(crC2’+aa+b) 
Ta=D2+(2c(+a)D+(cr2+d+aa+b). 
(14) 
On utilise alors (13) pour tliminer a et b dans (14) et on obtient: 
cF=D”+ [(a-()+(a-q)] D+ [(a-<)(a-q)+f(cr’-(‘)++(a’--‘)I. 
(15) 
Choisissant M = t on obtient: 
6Pr=D2+(<-q)D+t(t-f~)’ 
=D’+pD+$p’ oh p=&v]. 
(16) 
Distinguons alors deux cas: 
l ~(5 - ry) > - 1: Alors i 1 -r et q 1~. I co’incident. L.‘tquation (16) 
s’ecrit .9’= D’+a(<) D+ b(t) oti u(a((j)> -1; o(b)(t))2 -2. 9” est 
d’indice caracteristique nul (i.e., Tc est fuschsien). Par consequent 
5 I_ r = q 1~ r est de multiplicitt 2 comme dtrivee de facteur determinant. 
l a(<--~?)< -1: Utilisant le fait que u[(<---)']=v(t--q)-1, (16) 
montre que l’indice caracttristique de 8’ vaut 1. Ceci montre que 5 1 --1 est 
la d&iv&e dun facteur determinant de multiplicitt 1 (d’apres la 
proposition 1); idem pour q I_, . Comme 5 I_ r et r] I_ I sont distincts (car 
u(< - q) < - 1) on obtient les derivtes des deux facteurs determinants. 
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Done, dans tous les cas on obtient les d&iv&es des deux facteurs deter- 
minants, et on a demontre dans ce cas le theoreme 1. 
b. Ordre 3 
Soit maintenant 
Y=D3+aD2+bD+c, P=P,=X3+.X2+bX+c 
Calculons Y” pour GI dans R 
JP=(D+a)3+a(D+a)2+b(D+cr)+c 
= D3 + (3~ + a) D2 + (3ac2] + 2acr + b) + (a[‘] +aa121 + ba + c) 
= D3 + (3~ + a) D2 + (30~’ + 3~’ + 2aa + 6) 
+ (a’ -I- 3cm + a” + ax* + aa’ + bcr + c). 
On exprime a, b, c, en fonction de <, v, i et on obtient: 
LP=D3+[(cx--)+(a-q)+(a-<j] D” 
+ [(a - ma - YI) + (a - Ma - i) + (a - ~)(a - 0 
+ (a-~)‘+(~-~~)‘+(a-~)‘] D 
+ [I(a-5)(a-yI)(a--i)+~{(a--)(a--yI 
+ (a--)(a--)+(a--)(a--))’ 
+ +{(a-<)+(a-q)+(a-c))“]. 
Cette formule se simplifie si a est racine de P: soit M. = < par exemple alors 
dps s’ecrit D3 + a(t) D2 + b(t) D + c(5) avec la relation 
c(t) = ib(t)’ - ;a(<)“. (19) 
Cette simple relation impose a l’indice caracttristique (9) de 2” d’etre -=z 3 
car elle entrake u(c(5))2min(u(b(<))- 1; u(a(<))-2, ce qui assure que 
5 I_ I est la d&iv&e dun facteur determinant de L?. 
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Distinguons alors trois cas: 
l Si < 1~~ ,, q ) _, et c 1 -r sont distincts, on conclut immediatement 
qu’on a les trois dtrivtes des facteurs determinants. 
l Si <I-r=~l-r#[l-r; il suffit de prouver que 51-r est de mul- 
tiplicite 2, autrement dit que Pp5 est d’indice caracteristique 1, (18) montre 
que u(a((j) = u({ - i) < - 1 car 
45)=(5-v)+(t-0 et u(5 - qj 2 - 1 > u(5 - i) 
de m&me 
4Nt)) 2 minCuC(t -v)(t - 01, uC(S -ul)‘l, vC(t - VII 
par (18) oti on fait CI = 4 et done 
u(N5)) 2 u(l -q) - 1 = v(a(5)j - 1; 
le calcul pour c(5) est analogue (il est plus simple d’utiliser (19)) et donne 
u(45)) a 440) - 2. 
Ces inegalitts assurent que l’indice caracteristique de $P: est < 1 et done 
vaut 1. 
l Enfin si 5(--1=yll-,=[J--I, (18) oti on fait cr=<, montre 
facilement que ~(a(<)) k - 1, u(b(t)) > -2, u(c(<)) 3 -3 done que l’indice 
caracteristique de YR5 est nul. 2’ est fuchsien et 5 I -r est la d&iv&e dun 
facteur determinant de multiplicite 3. 
Le theoreme 1 est alors demontre. 
c. Une propriktk de h 
La commutation au twist. 
THBOR~E 2. Soit 9 un opkrateur d’ordre <3 et c1 un &ment de K. 
Alors 
Fp(X) = &(A-+ a). (20) 
Dkmonstration. Faisons la pour les operateurs d’ordre 3. 
2” = D3 + a(a) D* + b(x) D + c(u); 
a(a), b(cr), C(U) sont don&s par (18). 
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Par definition de p (cf. (17)) on a 
~,.~=X3+a(c!)X’+(b(a)-a(~)‘)X+ C(‘%)-2+--g- c h(a)’ u(x)” 1 
=x3+ [(a-O+(cI-rr)+(c(-()I x2 
+ C(c!-5)(a-~~)+(ol-S)(a-i)+(,-,?)(,-i)] x 
+ (a-<j(a-tl)(a-[) par (18) 
=iX+a-j)(X+a-q)(X+ta-;) 
= F,(X+ cc). 
On peut interpreter (20) en disant que le twist=sur les operateurs differen- 
tiels se transporte sur les polynbmes par Y + P,. 
Definissons l’indice caracttristique dun polynbme en X par la m$me for- 
gule (9) que pour un polynbme differentiel. On v&tie facilement que Y et 
P, ont meme indice caracteristique (il suflit d’utiliser le fait que la 
derivation diminue la valuation d’au plus une unite). Cette propriett jointe 
a (20) fournit une nouvelle preuve du theoreme 1: en effet si CI est dans K la 
multiplicite de o! ( p1 comme derivee de facteur determinant de lp est telle 
que;3 - v zaut l’indice caracteristique de ST*, done l’indice caracteristique 
de P,? = P&X+ a) et cette dernitre expression est bien le nombre de 
racines fl de 3, telles que (fl - a) I_ r = 0. 
L’extension de ce genre de resultats pour des ordres superieurs ne semble 
pas automatique: par exemple, il n’est pas possible de construire une 
application cp de l’espace des operateurs differentiels d’ordre ~4 a coef- 
ficients dans K, dans l’anneau K[X] vtrifiant simultanement 
(i) (p(D4) = X4, 
(ii) cp C-lintaire, 
(iii) cp(Y’) = cp(JT)(X+ a). 
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